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BEZIEHUNGEN" DER ~7 UND ~8 ZUR OKTAVENEBENE. VI. 
·voN 
HAXS FRKGDEXTHAL 
(Communicated at the meeting of March 28, 1959) 
1 7. Der Dreiebenensatz 
17.1. Die Anzahl der Ebenen durch Q ist von Q unabhangig. 
Denn treffen die Geraden Q 1 , f22 einander in einem Punkt, ohne m 
einer Ebene zu liegen, so sind ihre Buschel eineindeutig aufeinander 
bezogen, wenn einer Ebene P 1 durch Q1 die Ebene P 2 durch Q2 zugeordnet 
wird, die P 1 in einer Geraden schneidet (siehe 16.12). Sind f21 und Q 2 
beliebig, so schalte man zwischen ihnen eine Gerade Q3 ein, die Q1 uncl 
Q 2 trifft, ohne mit t21 oder D2 in einer Ebene zu liegen - sind f21 , Q2 
i.a.L., so lasse man (nach 16.13) Q3 einen Punkt von Q 1 mit einem von 
Q2 verbinden; sind Q1 , D2 in einer Ebene Q, so lege man erst durch 
e E Ql n Q2 in Q eine Geracle Q4 cF £21, # Q2, ferner durch Q4 eine Ebene 
R=I-Q, und wahle man Q3 clurch e in R, aber #D4 . 
17.2. Satz: Durch eine Gerade gibt es mindestens drei Ebenen. 
Der Beweis ist recht muhselig. Aok wircl wesentlich verwendet; dagegen 
spielt C keine Rolle. In 18 steht ein Gegenbeispiel under der Annahme Are· 
17.3. \Vir machen im weiteren Verlauf von 17 die (zu widerlegende) 
Annahme: Durch jede Gerade gehen genau zwei Ebenen. 
Nach 17.1 ist 17.2 bewiesen, sobald die "Annahme" widerlegt ist. 
17.4. Wir schreiben dim V = -1, 0, 1, 2, je nachdem ob V leer, ein 
Punkt, eine Gerade oder eine Ebene ist. 
Hilfssatz: Seien P, Q, R Ebenen mit 
dim P n Q = 1, 0 <dim P n R < 1, 
O<dim Q n R< 1. 
Dann ist dim P n R+dim Q n R= 1. 
Beweis: Nach 16.10 ist etwa (P u Q) nRC P, also Q nRC P n Q. 
Ware dim Q nRc= 1, so ware Q n R=P n Q und P, Q, R waren drei 
Ebenen durch P n Q im Widerspruch zur "Annahme". Also dim Q n R== 0. 
Ware nun auch dim P n R=O, so ware P n R=Q n R= e E P n Q. Sei 
dann S die Ebene durch P n Q, die R in einer Geraden schneidet (siehe 
16.12). S cF P, da dimS n R occ 1, dim P n R =" 0. Ebenso 8 =1- Q. Das ergabe 
eiueu \Viderspruch zm· "Annahme". 
1 ~1 
17.5. Sei :S ein zyklisch geordnetes System von Ebenen P0 . ... , Pn-1 
(man rechne mit den Indizes mod n). Dann sei -r(S) das zyklische 
geordnete System der Zahlen dim Pi n Pi+1, und a(e) die Rnmme der 
Zahlen aus -r(e). 
Hilfssatz: a(S) ist gerade. 
Beweis: Fur leeres 6 ist das klar. \Vir beschreiben Transformationen, 
mit denen man S schrittweise auf das leere System reduziert, und die 
jeweils die Paritat von a(S) erhalten: 
l. Ist (fUr gewisses i) dim P; n Pl-i-1 .c 2 und lasst man Pt aus e 
weg, so fallt in -r(S) cine 2 weg und bleibt alles Andere unverandert. 
2. Ist dim Pi n Pi+1 = - 1 und schaltet man zwischen Pi und Pi+l 
eine Ebene @Pi (mit gewissem e E pi+l) ein, so wird in -r(S) ein -1 
ersetzt durch 1,0, wahrend sich ubrigens nichts andert. 
3. Ist dim Pi n Pi+l =dim Pi+l n Pi+2 = 1, so ist (nach 17.4) 
dim Pin Pi+2·=0 oder=2. Lasst man Pi+1 aus S weg, so wird in r(S) 
ein Paar 1,1 ersetzt durch 0 oder 2, wiihrend sich ubrigens nichts andert. 
4. Ist dimPinPi+1==1, dimPi+1nPi+2='0, so ist (nach 17.4) 
dim Pin Pi+2 = l. Lasst man Pi+1 aus S weg, so wird in r(S) ein Paar 
I ,0 durch 1 ersetzt, d. h. eine 0 fallt weg. 
)fan sieht leicht, dass diese vier Prozesse das Gewunschte leisten. 
17.6. Po sei eine feste Ebene. Wir nennen P eine 0-Ebene bzw. eine 
1-Ebene, je nachdem dim Po n P gerade oder ungerade ist. 
Po ist 0-Ebene und jede Po in einer Geraden schneidende Ebene ist 
I-Ebene. 
I7.7. Hilfssatz: Sei Peine i-Ebene und Q eine j-Ebene (ii=j). Dann 
ist dim P n Q = i+j mod 2. 
Beweis: IGar bei Betrachtung des zyklischen Systems P0 , P, Q. 
I7.8. Durch jede Gerade gibt es genau eine 0-Ebene und genau eine 
1-Ebene. 
Klar nach "Annahme" und I 7. 7. 
I7.9. Die Menge der i-Ebenen durch @ heisse {Ji(@). flt(f9) ist 
unendlich. Denn wenn P eine j-Ebene durch @ ist mit j i= i, so gibt es 
durch jede Gerade Q in p mit e E Q eine i-Ebene, die zu {Ji(@) gehOrt. 
I7.IO. Sind eo, el nicht verbunden und pl, ... , Pn E {Ji(@o), so gibt 
es unendlich viel Q E fJJ( 81) (j i= i) mit leerem Q n U Pi. 
Denn man braucht nur Q E fJJ(@1), i= 81Pm (fur alle m mit 1 .;;;m.;;;n) 
zu wahlen. Dann ist dim Q n P m i= I und ungerade, also = - l. 
I7 .Il. Ist ein Punkt f9o gegeben, so wahle man ein mit f9o nicht 
verbundenes 81, und zu zwei Ebenen Q, R E fJJ(@o) ein P E {Ji(@l) (ii=j) 
mit leerem P n ( Q u R). cp = Q ~ P ~ R ist eine Projektivitat. cp( f9o) = @0• 
Fur e E Q, @of= eo ist eeoP eine i-Ebene, die R mindestens in eo, also 
in einer Geraden schneidet, namlich der Geraden cp( f9of9). Also liegen 
IS:? 
(-) 0 () nnd gJ( 0 0 0) in einer Ehene. Also sind 0 0 , (), cp() verbunden. cp hildet 
das Geradenbuschel ( 0 0 , Q) projektiv ab auf das Goradcnbuschol ( 9 0, R). 
17.1:2. Sind Q, R f-Ebenen durch 0o, so wird f3i(00 ) (i#f) durch f mit 
abgebildet auf das Geradenbuschel ( 0 0 , Q) und durch g mit 
g(S) = S n R fur S E f3t( 0o) 
auf das Geradenbuschel (00 , R). ~ach 17.11 ist fg-I projektiv. 
Durch f -I konnen wir die projektive Struktur des Bi:ischels ( 0 0 , Q) 
ubertragen auf f3i(0o). Von der Wahl von Q ist die so clefinierte Struktur 
in fh( 0o) unabhangig. Die projektive Struktur von f3t( 0 0 ) ist die cler 
projektiven Oktavengeraden. 
17.13. Sei Peine i-Ebene, 0o tf=P. Durch h mit 
h(S) = P n 8 fUr S E f3i( 0o) 
wird th( 0 0) eineindeutig abgebildet auf P n 0 0P. h ist projektiv. 
Beweis: Man nehme Po durch 0o mit dimP0 nP=-1 (siehe 17.10) 
und setze 
f (S) =Po n S fur S E f3i( 0o). 
Dann ist jh-1 auf 0 0P n P identisch mit P ->- P 0 , also projektiv. Also 
ist auch h projektiv. 
17.14. Seien 0 0 , 81 nicht verbunden. Durch 
'I{J(S) = e1s fUr s E f3i( 0o) 
wird eine projektive Abbildung von f3i( 0 0 ) auf (31( 0 1) (i i= j) definiert. 
Beweis: Man nehme eine f-Ebene P durch 0 0 und eine i-Ebene Q 
durch 81, so dass dim P n Q~~ -l (siehe 17.10). Man setze 
D1= 0oQ n Q , Do=' 81P n P. 
Wegen der Nichtverbundenheit von 0 0 , 0 1 ist 
Fur 8 E /3i( 0o) setze man 
/I(S) =S n P, /2/18 = /1(8) n f2o, 
g1'1{J(S) = 'I{J(S) n Q, g2g1'1{J(8) = g1'1{J(8) n D1. 
f2/1S E Do, also mit 81 verbunden; andererseits /2/18 E 8, also f2/1S E 0 18, 
also E S n 818. Ebenso gzg1'1{J(8) E 8 n €h8. Also 12/18 und gzg1'1{J(S) ver-
bundene Punkte von Do bzw. D1. Also f!Jfz/IS = gzg1'1p(S), wo gJ die Projek-
tivitat a us 16.21 ist. /1, g1 sind nach 17.12 Projektivitaten, fz, g2 sind es 
trivialerweise. Also ist 'I{J eine Projektivitat. 
l :-: :l 
17.lf>. :\Ian nehme nichtverbundene Punkte 0 0 , 0 1 (siehe Fig. 3). uncl 
durch ei ZWei i-Ebenen Pi, Qi, so class (Po u Qo) n (P1 u Q1) leer ist 
(siehe 17.10). 
sind Projektivitiiten. gf liisst 0o invariant uncl 
als Gauzes invariant. Da 0 0, 0 1 nicht verbunden sind, ist 0 0 ¢: D0 • Fiir 
e E Po, e ic eo, e ¢:Do ist nach 17.11 e verbunclen mit f8 und /0 ver-
bunden mit gf8. Weiter sind e und gf8 E Po, also verbunden, und alle 
drei sind mit 0 0 verbunden. Sie liegen in einer Ebene, die Po in 0o0 
schneidet. Also liegen 0 0, 0, gf8 auf einer Geraclen. gf ist demnach eine 









Q1 variiere in (11( 0 1). Bei festem 0 ist (f8)Q1 projektiv abhangig von 
Q1 (17.14). Als 0-Ebene trifft (f0)Q1 die 0-Ebene Po, und zwar in gf8; 
nach 17.13 ist cler Schnittpunkt projektiv abhangig von {f0)Q1. Also 
hangt gf8 bei festem 0 projektiv ab von Q1, durchlauft also bei variablem 
Q1 die projektive Oktavengerade 0o0 (die Punkte 0 0 bzw. 0 0 0 n Qo 
bzw. 0 ergeben sich, wenn man zulasst, class Q1 die Ebene Q0 bzw. Po 
trifft, bzw. mit P1 zusammenfallt). Als Bildpunkt bei der Perspektivitat 
gf darf gf8 aber nur eine reelle projektive Gerade durchlaufen. Damit 
hat sich ein Widerspruch ergeben. 
IS. Ein Gegenbeispiel im Falle Are 
Um den "\Vidersprnch in 17 zu erhalten, wurde ganz am Schluss 
wesentlich Aok: gebrancht. Aus Are Hisst der Dreiebenensatz sich nicht 
erschliessen. Das zeigt folgendes Beispiel. 
18.1. ~i+~~--~~=wi+w~-~w~ 
definiert eine 4-dim. projektive Quadrik 0. \Vir fassen die ; bzw. w zu 
Vektoren x. u zusammen. Die Gleichung von D lautet dann 
(x, x) = (u, u). 
Verbundenheit von Punkten von 0 wird im iiblichen Sinn definiert. 
Ebenen auf D lassen sich in der Form 
u o= Ax, A orthogonal, 
schreiben; wrr deuten solch eine Ebene einfach mit A an. \Vir setzen 
weiter fest: 
A ist 0-Ebene bzw. 1-Ebene, wenn det A= 1 bzw. - 1 ist. Die gemein-
samen Punkte zweier Ebenen A, B erhalt man durch Losung der 
Gleichung Ax= Ex oder 
A-lBx=x. 
Das orthogonale Chat zum Eigenwert 1 einen Eigenraum der projektiven 
Dimension 
0 oder 2 
-1 oder 
fur det 0 = 1, 
fUr det 0 = - l. 
Riera us folgt die Gultigkeit von 17.7. 
18.2 Durch die Gerade 6 = Wt, ~2 == w2, .;3 = wa = 0 gehen, wie man leicht 
sieht, nur die Ebenen 
~ ~). 
0 ± 1 
18.3. Gultigkeit des Axioms B: Gegeben eine Ebene A und ein Punkt 
x0 , uo von 0 mit uo =!= Axo. Dann ist 
Yo= A -luo =!= xo. 
Sei C die Spiegelung an der Halbierungsebene des Winkels x00y0 , und 
B=AO. 
Bxo = AOxo =A yo= uo. 
Die Ebene B geht durch x0 , u0 und schneidet A in einer Geraden, da C 
zweimal den Eigenwert 1 hat. 
19. W eitere Existenzsatze 
Unter der Annahme. es gebe durch eine Gerade mindestens p + 1 
1 :-;;) 
Ebenen, bcweist man ohne }liihe (am besten in dieser Reihenfolge) 
die Satze: 
19.1. Zu p Ebenen gibt es eine von allen verschiedene Ebene. 
19.2. Zu JJ Ebenen gibt es einen Punkt und eine Gerade, die auf 
keiner liegen. 
19.3. Zn den Ebenen P 1, .... Pp und der Geraden Q, die in keiner 
der Ebenen liegt, gibt es eine Ebene P durch Q mit dim P n P; < 0 
(i= L ... , p). (Man bestimme fur jedes i mit dim Q n P;=O die Ebene 
Q; durch Q so, dass dimQ;nP;=1 und wahle Po~=Q; fur alle diese i.) 
19.4. Zu den Ebenen P1, ... , Pp und der Geraden Q, die kein P; 
trifft., gibt es eine Ebene P durch Q, die kein P; trifft. (Man verfahre 
wie in 19.3 aber mit Q;=QP;.) 
19.5. Zu den Ebenen P 1 , ... , Pp und dem Punkte e, der auf keinem 
P; liegt, gibt es eine Ebene P durch e. die kein P; trifft. (Man wahle 
erst eine beliebige Gerade durch e, wende 19.3 an, wiihle in der neuen 
Ebene eine Gerade, die keinen Schnittpunkt mit einem P; enthalt und 
wen de schliesslich 19.4 an.) 
20. Die He·rmitizitat der Polaritaten Po--+ P1--+ P2--+ Po. 
20.1. Bei der Polaritat 
(P; n Pi leer fUr i of= j) 
ist A e inzident mit e dann und nur dann, wenn es eine Gerade durch 
e gibt, die pl und p2 trifft. 
20.2. Seien Po, P1. Q, Q' Ebenen, so dass Q n Q' eine Gerade Q* ist 
und im Ubrigen paarweise allgemeine Lage herrscht. (Siehe Fig. 4.) 
Fig. 4 
13 Series A 
Sei 
/1 ,_,_Po -->- Q ----7- I\ __ ,_ P 0 . cl'- ~Po -->- Q' _,.. 1\ ---+ Po, 
fh=[J*Pi, Do= fhPo n Po. 
Dann ist A' /1 =Po ---+ Q ~>- P 1 _,.. Q' _,.. Po eine PerspektiviUit von P 0 mit 
dem Scheitel eo und der Achse Do. 
Beweis: A eo= c1' eo= Do, also A' A eo= eo, "1' .~H2o= Do. \Veiter. 
wenn D eine Gerade durch eo in Po ist: (Po_,.. Q)D ED*. also r= Q'. Also 
(Po---+Q')D=(Po---+Q)D, also "1D=ll'D, also c'1'"1D=cD. Fhr den 
Fall eo r= Do beweise man noch analog: A'Ae= e fhr e r= Do. 
20.3. Satz: Seien Po, P1, Q paarweise fremd. Sei A= Po _,.. Q -7- P1 _,.. P 0 • 
Ferner eo, er=Po,Aeo=Do, e=1=-eo, efj=Do; Ae, eoe,Do nicht durch 
einen Punkt. Dann gibt es eine Perspektivitat II mit dem Scheitel eo, 
der Achse Do, und so dass II e = A e n eo e. 
Beweis: 1. Wir konstruieren erst durch D* = Q n eoQ eine Ebene Q', 
so dass bei 
A'= Po _,.. Q' _,.. P1 ->-Po 
gilt 
:VIan setze eP1 =R; wegen e f/= Do ist D* n R leer. Man setze weiter 
D*R=Q'. Ist Q' n (Po u P 1) leer, so ist Q' die verlangte Ebene, denn 
die Geraden e(R n D* R) und P1 n R liegen in R und schneiden einander, 
also schneidet die erste Gerade Q' und P1, also ist A' e r= e (siehe 20.1 ). 
Wiire Q' n Po nicht leer, so ware Q' =D* Po, eo r= Q'. eo, e, Q' n R 
wiiren paarweise verbunden, und es gabe eine Ebene S durch diese Punkte. 
8 whrde Q' in einer Geraden, also auch D* treffen. Wegen der Existenz 
einer Ebene dnrch, eo e. die Q und P1 trafe, ware A( 8oe) r= eoe. Anderer-
seits A( eo e) r= Do. Dann ginge /le durch Do n eoe im Widerspruch zur 
Voraussetzung. 
Ware Q' n P1 nichtleer, so wiirde Q' die Ebenen P1 und R mit 
dim P 1 n R = 1 treffen, also wiirde Q' sogar P 1 n R treffen. Dies wider-
sprache e f/= Do. 
2. Wir setzen II /L·1'. Nach 20.2 ist das eine Perspektivitat mit 
Scheitel eo nnd Achse D0 • /l' e geht durch e. Also: II e =All' e liegt 
auf Ae und andererseits auf eoe. 
20.4 Wegen der Hermitizitat der Perspektivitaten (siehe 13.1) folgt 
hieraus: 
Satz: Die Polaritaten Po _,.. P1 ->- P 2 _,.. Po sind hermitesch. 
Die Schlussweise versagt im komplexen und im Quaternionen-Fall. 
21. Die reell-projektive Struktur des B11schels ~(D). 
Unter (3(D) verstehen wir die Menge der Ebenen durch D. 
21.1. ::.Han entnehme 16. Hl-20 die Definition von !1 (D1, D2) und 
1:-il 
d*(81, 82). Ferner set L1**(81, 8 2 ) die Vereinigung aller Elemente 
(Geraden) aus L1*(81, 82). Bildet man L1*(81. 8 2) fiir zwei Punkte 
81. 82 E .d(Ql, Dz). so erhalt man eine ~fenge, die jedenfalls Ql. Q2 enthalt 
uncl daher von der speziellen Wahl von 8 1, 8 2 nicht abhangt (siehe 16.20); 
wir nennen sie .d*(QI, D2) und ihre Vereinigung .d**(QI, D2). Bildet man 
L1 (D1, D2) fiir zwei Geraden i.a.L. Dr, Q 2 E L1 *( 8 1, 82). so erhalt man eine 
:\Ienge, die jedenfalls 8 1 , 8 2 enthalt und daher von der speziellen \Vahl 
von D1, D2 nicht abhangt; wir nennen sie L1(81, 82). 
21.2. Zwei Punkte einer Menge L1 sind niemals verbunden. Sind zwei 
Punkte einer Menge L1 * * verbunden, so liegt ihre Gerade ganz in L1 * *. 
21.3. L1(8r, 8 2 ) und L1**(81, 82) bestimmen einander gegenseitig; 
jede besteht aus allen Punkten, die mit der andern punktweise verbunden 
sind. 
21.4. Dann und nur dann ist P n L1 ( 8r, 82) leer, wenn P n L1 * * ( 81, 82) 
aus hochstens einem Punkt besteht. 
Beweis: Sei 8 EP n L1(81, 82). Dann ist L1(81, 82)•=Ll(81o 8) und 
81P n p punktweise verbunden mit 81 und 8, also c Ll**(81, 8). 
Sei andererseits Q C P n L1**(8r, 82) und Q' n Q leer, Q' C Ll**(81, 82). 
Dann ist Q' n P leer und P n Q' P mit Q und Q' punktweise verbunden, 
also P n Q'P E L1 (81, 82). 
21.5. Gegeben seien die Geraden Q, Q* i.a.L. Wir wahlen ein Po mit 
eerem Po n Ll(Q, Q*) und setzen 
8=Q*Po, P1=f2S, 8o=Po n S, 81=~P1 n S. 





\Vir koordinatisieren die Ebene P0 so, dass 
G 
0 D Po n @,l',~P,oo G 
() 0\ 
8o=E1 '-~' 0 l ~) 0 0 
QP,. E,~ G 0 D 0 
wird. 




AQB ist unabhangig von Q fiir aile Geraden B durch E1. also: AQA ist 
unabhangig von Q fur aile Punkte A auf F 2• Nach 20.4 und 14 ist 
AQ=2(Ux U)xX -(U, X)U 
mit gewissem 
das von Q abhangt. 
Die Forderung 21.5.1 ergibt 
WI= 1~2 = 0, 'Ug # 0 (wegen det U # 0). 





;ll·ual2 + ;alu1l2 + 2 Re( uau1xz) 
waxzua + ;2waih 
( 0 0 0) X= 0 0 0 
0 0 l 
folgt aus der Unabhangigkeit des AQX von Q: 
C=UI/Wa 
b = 1l3/(l)a 
unabhangig von Q, 
Q, #0. 
Auf der Geraden 
finden wir die Punkte 
wo AQX durch X geht ("lnzidenzpunkte"), als Losungen von (siehe 14.5) 
2(xa, ~ta) -i- ~2w2 = 0. 
Wir wahlen ein a mit 
(a,a)=1, (a,b)*O 
und verstehen unter C die reelle projektive Gerade auf F 3 , die aus den 
Punkten 
(;,:~~ ;a ~·) 
0 0 0 
(A., fl reell varia bel) besteht. Auf C' liegt genau ein Inzidenzpunkt * E 1 ; 
er ist bestimmt durch 
(21.5.2) 
wir nennen ihn cp(Q). Man kann auch definieren: cp(Q) ist der Punkt 
*E1 auf C', durch den eine Gerade geht, die Q und P 1 trifft. Diese 
Definition kann his Q = S fortgesetzt werden, so class cp (S) = E1. Dem 
entspricht A.= 0 und, wenn 21.5.2 giHtig bleiben soll, w3 = 0, d.h. eine 
entartete Polaritat. Andererseits gibt es zu jedem Punkt e auf C genau 
ein Q mit cp(Q)= e, namlich Q=.Q*(@P1). Also ist cp eine eineindeutige 
Abbildung des Biischels (3(.Q*) auf die reelle projektive Gerade C'. Wenn 
wir in Zukunft von einer (reell) projektiven Struktur in (3(.Q*) sprechen, 
so meinen wir die mittels cp-1 von C auf (3(.Q*) iibernommene Struktur. 
durchlauft bei variablem Q ein reell projektives Geradenbiischel D. Zu 
( 0 0 0) 0 1 0 , 
0 0 0 
( 1?12 b b l 
cb c 
als Fundamentalgeraden hat AQE2 das Doppelverhaltnis w3Jw2. (Zwecks 
Berechnung siehe 11.2.) AQE2 und cp(Q) haugen also reell-projektiv 
voneinander ab. 
}(j() 
vYE'gen QP0 ~- E'2 kann _.:'1QE'2 auch folgenclermassen beschrieben 'verden: 
Zu jedem Q E (3(Q*) gehi:irt ein P t= ,R(.Q), das Q trifft: .·1QE2 ~~ (P n Q)Po n P0 . 
(Auch fUr Q =S sinnvoll.) 
}Ian definiert nun zweckmassig eine reell-projektive Struktur in 
Ll(.Q, Q*) durch die Festsetzung: Die Abbildung von Ll(.Q, Q*) auf D, 
bei uer einem e t= Ll(.Q, Q*) die Gerade Po n 6P0 entspricht, ist projektiv. 
Dann kann nnser Resultat so ausgesprochen werden: Zwischen (3(.Q*) 
und Ll(D, Q*) kommt eine reelle Projektivitiit zustande dnrch die 
Relation: e t= Ll(.Q, D*) liegt auf P t= (J(D*). 
Wir zeigen noch: 
l. Die projektive Struktur in Ll(D, D*) hiingt nicht von cler Wahl 
yon P0 ab (wobei Po nicht Ll(.Q, Q*) trifft.). 
2. Die projektive Struktur in {J(.Q*) hangt nicht von der Wahl von 
Dab. 
l. Der Scheitel des Buschels D ist Schnittpunkt der Geraden 6P0 n P 
mit e t= Ll(.Q, Q*), also mit allen Punkten von Ll(.Q, .Q*) verbunden, also 
in Ll**(.Q, .Q*). Ersetzt man Po durch ein P~, so dass Po n P~ eine Gerade 
und fremd zu Ll**(.Q, .Q*) ist, so sind die Buschel D und D' (zu P~ 
gehorig) durch die Schnitt.gerade Po n P~ (die die Scheitel vermeide) 
projektiv aufeinander bezogen, derart dass P~ dieselbe projektive Struktur 
in Ll(.Q, .Q*) bestimmt wie P0. 
Ist nun P~ fremd zu Po (und zu Ll(.Q, .Q*)), so schalte man zwischen 
Po uncl P~ Ebenen P~, P~ ein, so dass Po n P~, P~ n P~', P~ n Po 
Geraden und zu Ll**(.Q, .Q*) fremd sind (dann sind P~, P~ von selber 
fremd zu Ll(.Q, .Q*), da sie nach 21.4 sonst eine Gerade aus Ll*(.Q, .Q*) 
enthielten, die mit Po n P~ usw. einen Punkt gemein hiitte). Man wiihle 
etwa 6 t= Po mit 6 rj Ll**(.fJ, .Q*), 6P~ n P~ fremd zu Ll**(.Q, .Q*); ferner 
f)' t= f)P~ n P~, so dass f)'P0 n P0 und 6'P0 n f)P~ fremd zu Ll**(.Q, .Q*) 
sind - dies ist moglich, da die Ebenen nach 21.4 mit Ll**(Q, .Q*) 
hochstens einen Punkt gemein haben. Man setze dann P~ = 6' Po, P~ o~ 6P~. 
Ist schliesslich P' beliebig (aber fremd zu Ll(.Q, .Q*)), so schalte man 
zwischen Pound P~ eine Ebene P~ ein, die zu Po uP~ u Ll(.Q, .Q*) fremd 
ist, und wende das Vorige an. 
So ergibt sich die Behauptung l. 
2. Ersetzt man Q durch irgendeine Gerade .Q' in P 1, die nicht durch 
61 geht, so wird E2 ersetzt durch ein E~ (nicht auf F 2 ). AQE2 und AQE~ 
haugen reell projektiv von <p(Q), also auch voneinander ab. Die Ersetzung 
von .Q durch .Q' andert also die projektive Struktur in {J(.Q*) nicht. 
Nun darf man dies anwenden mit beliebigem. P 1 durch .Q. Dann ergibt 
sich: Man darf Q durch irgendeine Gerade .Q' ersetzen, die mit Q in einer 
Ebene liegt und sich i.a.L. zu .Q* befindet. Dasselbe gilt hinsichtlich 
eines .Q', das .Q trifft -- man schalte ein .Q" ein, das mit Q sowohl als 
auch mit .Q' in je einer Ebene liegt. Schliesslich gilt es auch fUr beliebiges 
Q' - man schalte ein .Q" ein, das Q und .Q' trifft. 
'Vir fassen das Bewiesene zusammen: 
! \) 1 
21.6. Satz: Es gibt eine Struktur der reellen projektiven Geraden 
in jedem {J(Q) und Ll(Ql, Q2) derart, dass 1 fiir Q1, Q2 i.a.L. die Beziehung 
"P1 E {J(QI) trifft P2 E {J(Q2)" projektiv ist, 2. fiir Q c:: J * (Qr, Q2) die 
Beziehung "P E {J(QI) geht durch 0 E Ll(Ql, Q2)" projektiv ist, 3. fiir zu 
LI(Qr, Q2) fremdes p die Gerade gp projektiv abhangt von e E il(Ql. Dz). 
Insbesondere hat sich ergeben: {J(Q) ist unendlich. 
Wir wollten topologische Betrachtungen (in der gewohnlichen Topologie 
der Oktavenebene) vermeiden. Hatten wir uns ihrer bedient, so waren 
wir schneller zum Ziel gekommen. 
